
G - LE PROJEZIONI QUANTITATIVE ED EQUIVALENTI 

DELLA CARTOGRAFIA. 

del Socio M. FIORINI, professore all' Universita- di Bologna. 

I. 

1. Definizioni, nozioni e formale che rig-aardano le projezioni quantitative ed equivalenti. - a 2. Equa· 

zioni generali di siffatte projezionl. 

§ 1. Nella rappresentazione della superficie terrestre sopra un piano 
è impossibile la conservazione delle lunghezze di tutte le linee rappresen· 
tate sendo che la superficie della sfera o dello sferoide non è sviluppabile 
in piano. Ma, ali' incontro, è dato serbare o gli angoli o le aree della 
figura rappresentata ; . nel primo caso si ha un genere di projezioni dette 
da alcuni ortomorfe (3)1 da altri conformi (4), dal T,ssoT autogonali (S ), 

(1) CoMBER e GRe.NFELL, Proceed. cii., 1885, pag. 368. 

(2) ]OHNsTON, Tlttt river Cong,, ecc., cap. VIII, pag. 211, cap. XVI, pagg. 419~21; STANLE't". Tlte 
Congo ecc., voi. 11 1 cap. XXVIII, pagg. 100~01; VON FRANço1s, ·vet·liandl. cit., 1886, pag. 154; 01'PEL A i 

Der Kongo ecc., pag. II 1. 

(3) Così il Dt AvEZAC nel Coup d'oeil liistorique sur la f>rojection des cartes de géograpltie. Pa­
rigi 1863, estratto dal Bull. de la Soc. de Geog., aprile1 m::i.ggio e giugno 1863; così il GERMAlN nel ffraité 
des profectùms des cartes glograpliiques. Parigi; così altri autori. 

(4) Ci liinitiamo a citare il GRETSCHEL1 Lelir&uc/t. d~r Karten-Proiektion, Weimar 18731 l' HERZ, 

Lelir&ucli der Landkarten profekHonen, Lipsia 1885, il Pucc,, Fondamenti di Geodesia. Voi. 2'\ Mi· 

lano, 1887. 
(s) MJmolre sur la reprJsentation des surfaces et !es jJr'.Jiet.timu des cartes gJograpliiques j,ar 

M. A. T1ssoT. Parigi, 1881. 
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da noi isogoniche ( r ), le quali, dotate di .cospicue proprietà, hanno pure 

quella precipua di avere l' immagine simile, nelle parti infinitesime, all'ob­

bietto; nel secondo si ha l'altro delle projezioni dette equivalenti che alla 

volta loro godono di non poco eccellenti proprietà e che, per essere il 

rapporto delle aree della rappresentazione uguale al rapporto delle aree 

della figura rappresentata, rie.;cono cotanto utili ai cultori della statistica e 

della geografia fisica. Nelle une e nelle altre projezioni sono alterate le 

lunghezze delle varie linee ; nelle prime gli angoli e quindi le forme ele­

mentari non soffrono detrimento, ma ad alterazioni soggiacciono le aree ; 

nelle seconde queste restano bensl immutate, ma s~ alterano gli angoli e 

con essi le elementari configurazioni. 

Quantunque di ambi i sistemi di projezione siasi ·già da noi trattato (2), 
tuttavia qui vogliamo tornare, in parte, sulle projezioni equivalenti, sia per 

chiarire meglio alcuni punti, sia per recarvi importanti aggiunte, riman­

dando bene spesso il lettore a quanto fo detto altro~e. E siccome le pro· 

jezioni equivalenti SOJlO un caso particolare delle rappresentazioni che hanno 

la proprietà di avere le aree in rapporto costante colle aree obbiettive e 

che dai noi furono dette quantitative, così queste comprendiamo nella no· 

stra trattazione. Ma anzi tutt~ è opportuno ricordare alcune formale e 

proposizioni di cui abbisogneremo e ~he trovansi nel citato nostro libro, 

o si possono facilmente dedurre da quelle che vi sono contenute 

Nel capitolo I della nominata opera sono le formole che valgono a 

trovare, nel caso della rappresentazione éli una superficie sopra un' altra, 

ed in particolare, dello sferoide o della sfera terrestre sopra un piano, i 

moduli lineari, ossia i rapporti amplificativi delle grandezze lineari elemen­

tari, come pure i loro valori massimo e minimo che si verificano in cia­

schedun punto e che diconsi moduli principali, e le direzioni loro compe· 

tenti, a cui si dà anche l'appellativo di principali e che fra tutte le direzioni 

ortogonali sono le uniche aYenti la proprietà di tagliarsi ad angolo retto 

tanto nella superficie obbiettiva quanto nella rappresentazione. E vi sono 

altresì le formole che danno l' angolo del meridiano col parallelo, .non più 

·retto, in generale, nella rappresentazione, l'errar!! sopportato dall'angolo 

soggetto alla massima deformazione, le direzioni dei lati di questo angolo 

che sono quelle di massima deviazione dalle direzioni principali, ed il 
modulo angolare ossia il modulo di deformazione. 

Venendo al caso nostro d~lle projezioni quantitative e dicendo 111 1 e 

(1) Le jrojezioni delle carte geografiche jer MATTEO F10RINI. Bulogna 1881. 

(2) \"edi Le jrojeziont" delle· carte geografiche e le due Note St?jra la Projesione cartografica 
isogmiica estratte dalla Serie IV, Torni II[ e IV delle Memorie dell' Accademia delle Scienze del· 
l• lstiluto tli Bologna 1882 e 1883. 
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m~ i moduli principali, m' e m" i moduli del meridiano e del parallelo, 
I l' angolo che questi fanno fra loro sulla carta, p.2 il costante modulo 
superficiale, ossia il costante rapporto d' amplificazione delle aree, si ha 

m1 mi=m' m" sen I=p.\ 
che, nel caso della projezione equivalente, ossia di p.~ = 1, significa essere 

fra loro reciproci i due moduli principali e dà 
m' m" sen I= 1. 

E si ha che per ciascun punto passano due curve che nella rappresenta· 
zion_e hanno gli archi amplificati nel rapporto costante di p.:1 e che sono 
linee isoperimetre quando la projezione è equivalen!e. Le quali curve for­

mano l'angolo soggetto alla massima alterazione e coincidono colle linee 
di massima deviazione dalle direzioni principali. 

Altre proprietà della projezione quantitativa sono che il modulo m 

della direzione i cui angoli azzimuttali obbiettivo e subbiettivo sono w 

e f! (I) è dato da 

od anche da 

m2=m'2 cos w + p.2 cot I sen 2w+m"2 se1J.2w, 

p.1 sen w 

m = -;;;; sen D ' 

che fra detti angoli esiste la relaziqne 
. m'2 

cot!l = cotI+-2 cot w, 
/J-

che moduli principali si hanno dall'equazione 

oppure fatto, 

e 

da 

m4
- (m'2+ m"~)m2+p.4=o, 

m' /J-2 
t~n(3- - - ---
" - m" - 1n112 sen I 

1n'2 sen I 

fJ. 2 

sen 21 = sen 2(3 sen I, 

mi=p. V tan 1, m3=p. V cot 1, 
che gli azzimutti obbiettivo e subbiettivo delle due direzioni principali n· 

cavansi da 

2p.2 cot I 
tao 2w = ,

2 
,,0 , 

m -m" 

2u.4 cot I 
tan 2.Q = •4+ '4 ( 2f- _1_)_' 

m p. cot -

(r) Angolo azzimuttaie è l'angolo di una data direzione col meridiano. Tale angolo oggidì ha anche 
nome di azzimutto, mentre con tale voce anticamente designavasi un piano condotto per la verticale di 

un dato luogo. 
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od anche da 

/
mt2-m'9 

tanw=\ ,2 . i' 
m -m2 

m~ 
tau n = - tan w, 

mt 
nelle quali due ultime espressioni s'intende che w e n sono gli azzimutti 
obbiettivo e subbiettivo della direzione principale di modulo m1 • Se la 
projezione è equivalente, le precedenti formole, per essere (J.2 = 1., restano 
alquanto semplificate. 

Quando, nella rappresentazione quantitativa, i meridiani ed i paralleli 
si tagliano ad angolo retto, e perciò coincidono colle direzioni principali 
ed i loro moduli m' e m" s'identificano coi moduli principali m

1 
e m2 , le 

curve i cui archi sono amplificati nel rapporto costante di /J.: 1. e che sono 
le linee di massima deviazione azimuttale hanno per equazione 

~=2 '\ 1--;,--;;' 
di r~ V mi 

dove l e t indicano la latitudine e la longitudine e rt e r 2 i raggi di 
curvatura del meridiano e del parallelo de\l'elissoide terrestre espressi da 

. a (1. -e~ ) a cos l 
r1= 3 ' r~= (1.-e2 sen2l)~ (1.-e2 sen2

/)~' 

essendÒ a iL semiasse equatoriale, b il polare e I' eccent.ricità e data da 

V a' - b
2 

S I · · è · I I' · d li 1· d' e= ----· e a pr0Jez1one eqmva ente, equazione e e mee 1 
a 

massima deviazione azzimuttale, che sono isoperimetre, è 

dt mt r 1, 

di=~ 

od anche 

dt r1 
di= m2 r 2 

§ 2. Dette X e Y le coordinate rettangolari del punto che nella pro· 
jezione rappresenta il punto obbiettivo di coordinate geografiche l e t, 
l'equazione generale delle projezioni quantitative è 

dXdY dXdY 
(x) d/ dt - d; d/ = /J.

9 
Yt r 2 • 

La quale, introducendo le coordinate polari e dicendo p il raggio 
vettore e v l'ascissa angolare, si cambia in 

(
dp dv dp dv) 2 

(z) p al dt - dt di . /J. r1 r2• 

a 
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Siccome nelle nostre ricerche occorrerà l'integrazione di r
1 
r 2 di, cosi 

notiamo che si ha 

Sz a2 (f -e
2
)[ sen l f 1+e sen '] 

r1 r 2 dl = + - log ----
o . 2 f-e2 sen2 

/ 2e f -e sen l 
e che, introducendo, in luogo della latitudine l, la colatitudine u, è 

i" a2(f -e:i) [ f "C'OS U f (f+e) ( f-e COS u\] 
r 1 r 2 d u = . --" - ~ 2 + log ) ( + · 

0 2 1-e· .1-e cos·u 2e (i-e J ecosu) 

Le quali formole, svolte in serie secondo le potenze di e ed arrestate ai 
termini di 4° ordine, divengono 

· iz r 1 r 2 dl = a2 (1-,-e2
) ( sen 1+ 

2
;

2 

sen3 l + .J: sen5 / ). 

J.. · [ 2 e2 .J e 4 ] 

0 

r1 r,du=a2 (t-e2) f-cosu+ 3 (1-cos3 u)+ 5 (1-cos5 u), 

e che si potrebbero scrivere anche più semplicemente osservando che è 

a2 
( f-e2)=b2. 

Come ad esprimere le X e Y, ovvero le p e v m funzione della la­
titudine e della longitudine si ha la sola equazione ( 1 ), ovvero la sola (2 ), 
cosi richiedesi che sia aggiunta qualche condizione esprimibile per mezzo 
di una sola equazione. Ciò si p 1ò fare assumendo arbitrariamente la fun· 
zione di l e t che esprime una delle coordinate X e Y, ovvero una delle 
p e v. Che anzi per amore di semplicità comincieremo dal coosiderare il 
caso in cui una delle coordinate, la X ovvero la p, sia funzione soltanto 
della latitudine; e ciò si avvera quando i paralleli sono rappresentati da 
rette parallele, ovvero da archi circolari concentrici. 

II. 

Projezioni a paralleli circolari concentric( 

~ 3. Proprietà e formole genera1i. - g 4. Projezioni coniche. - g 5. Projezioni polari i projezioni 
azzimuttali. - g 8. Projezioni coniche azzimuttaJi. - g 7. Projezione in cui le distan~e dei paralleli sono 
proporzionali ai loro intervalli sulla sup.;:rficie (;bbiettiva. - g 8 Semplificazione dena projezione prec'Cdenle 
rendendola equivàlente e facendo le distanze dei paralleli uguali agli intervalli obbietti ,i. - € 9. Projezioni 
còrdiformi. - § 10. Proj ezione di TOLOMEO a meridialli curviliaei modificata e resa equivalente -dal 
MERCATORK. - e 11. Projezione del BONNK. - 1 12. Projezione a meridiani uguali fra loro. - é 1;,, Si 
ritrova la projezione conica. - e 14. Projezione anulare della sfera ·a semimeridiani circolari. - ~ 15. Proje­
zione anulare in cui le dilatazioni lineari sono nulle sopra due dati paralleli. - e 18. Projezione anulare 
del WIECHEL in cui ad una data colatitudine sono· conservati i gradi di longitudine ed i meridiani iacon­
trano il parallelo ad angolo retto. - e 17. Projezione anulare in cui i pa;alleli sono rappresentati da 
in.ticre circonferenze. - e 18. Projezione anulare col centro della proiezione nel polo. - i 19. Projezione 

. anulare cambiata in polare. Applicazioni del WIECHEL e del PANIGHBTTI, 

§ 3 Nel caso in cui la projezione quantitativa debba avere i paral­
leli segnati da atchi circolari concentrici, stabilito un sistema di coordinate 
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polari p e v, posta al comun centro de' nominati circoli l' origine dei raggi 
vettori p, sarà p funzione soltanto della latitudine l, o, se vuolsi, della 
colatitudine u, si avrà cioè 

(3) p = p (u). 

Dalla ( 2 ), il cui :2° membro, per maggiore generalità, deve intendersi 
preceduto dal doppio segno +, si ha 

d p dv . 
p d u dt = JL' ri r! 

e quindi 

l r1 r! du · 
(4) V= d t+<p (u). 

p p 

La v, dunque, è una funzione lineare cii t, essendo rp una funzione 
arbitraria che proviene dall'integrazione, che si determina mediante la co­
noscenza della curva secondo la quale si projetta un dato meridiano e che 
esprime la v rispondente al meridiano iniziale. Se questo si projetta se­
condo una linea retta e si assume come origine delle ascisse angolari v, 
si ha <p ( u) = o e rimane cosi semplificata la ( 4 ). 

Le (3) e (4) esprimono le coordinate polari in funzione delle geo­
grafiche. Data l'una equazione si trova l'altra. La (3) è l'equazione dei 
paralleli; quella dei meridiani si ottiene eliminando la u fra le (3) e le 
( 4) e risulta della forma 

Cs) v = JL2 t~ (p) + e (p). 

E però, data la legge di distribuzione dei paralleli, si deduce la (5 ), o~sia 
l'equazione dei meridiani. Parimente, se è data la legge di rappresenta­
zione dei meridiani, vengono ad essere note le funzioni ~ e 6; per il che 
dalla (4) si ha 

' 
che fa conoscere p in funzione di u, oss:a la legge di distribuzione dei 
paralleli, e, se in 6 (p) si pone in luogo di p la rispondente funzione di u, 
si trova la rp ( u), avvertendo che è 9 (P) = o quando il meridiano iniziale 
si projetta secondo una linea retta coincidente colla origine delle v. 

Considerando sul parallelo u i p~nti di lòngitudine t e t' e dicendone, 
in projezione, v e v' le ascisse angolari, si ha 

· }L2 r du 
p( v-v') = --

1 
- r~ (t-t'). 

dp 

Ciò è dire che gli archi di un dato parallelo sono proporzionali agli 
archi obbiettivi, che per ciascun parallelo i gradi di longitudine sono, sulla 
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carta, fra loro uguali come lo sono. sullo sferoide, che il modulo li.neare com-. 

p (v-v') µ2 r/du 
petentegli è costante ed uguale a ( , , ossia a · E deducesi 

r 2 t-t) d p • 

che, note le projezioni di due dati meridiani, se si dividono in parti 
proporzionali i . vari archi dei paralleli fra questi compresi, le linee congiun­
genti i loro punti di uguale divisione sono altrettanti meridiani. Cosi, se. 
sono tracciati i meridiani di longitudide t e t', descritti gli archi circolari 
concentrici rappresentanti i paralleli, divise le loro porzioni comprese fra 
quei due meridiani in tante parti uguali quanti sono i gradi contenuti in 
t-t', le linee che ne congiungono i punti di uguale divisione vengono 
ad essere, di grado in grado, i vari meridiani compresi fra i due dati, e, 
prolungate, oltre questi, le divisioni de' paralleli, le linee congiungenti i 
punti omonimi offrono i rimanenti meridiani. Projettandosi il meridiano 
iniziale secondo una linea retta che s' intende essere l' origine delle v, il 

JL2 r 1 du p v 
modulo lineare spettante al parallelo u ed uguale a --- riducesi a 

. d p r 2 t' 

ed è chiaro che la conoscenza della linea secondo cui si projetta un dato 
meridiano è sufficiente al tracciamento di tutti le altre linee di longitudine. 

L'angolo l fatto, in projezione, dal meridiano col parallelo è espresso ( 1) da 

tan I= 

dp 

du 

dv 
p du 

e però , indicando con ~ l' alterazione a cui soggiace il loro angolo ob­
biettivo, ponendo cioè 

SI ha 

dv 
p --;,;; 

( 6) tan a = cot I = 
dp 

du 

Il quale angolo a misura l'inclinazione del meridiano sul prolungamento 
del raggio del parallelo. 

I moduli m' e m" del meridiano e del parallelo, osservando che pre· 

(1) Le projeaioni ecc., Cap. I, e 30. 
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cedentemente s'è dttto quale sia il valore del modulo m" e che si ha ( r) 

,n' m" cosa= p.1, sono espressi da 

( ) 

I .1 d p Il A du 
7 m- du'm=p.·r1dp - r1 cosa 

§ 4. Come esempio della ricerca della legge di distribuzione dei pa­
ralleli essendo nota la legge di rappresentazione dei meridiani, vogliasi che 
questi, in projezione, sieno rettilinei e concorrenti nel comune centro di 
quelli. Assumendo come origine delle v la projezione del primo meridiano, 
vengono ad essere nulle-, nella (4), la qi (u), nella (5), la 6 (p), e dal coin­
cidere dei meridiani coi raggi dei paralleli deducesi essere costante, nella (5), 
la ~ (p); perciò, detto À il prodotto di p.2 per questa costante, si ha 

V= Àt 

che è l'equazione dei meridiani. lnqi risulta 
Àpdp=p.,..r1r1 du, 

e 

2p.' f p'i = -À- r1 r,.. du+ cost. 1 

che è l'equazione dei paralleli. 
Per tale modo si hanno le formole generali della projezione conica 

quantitativa, come pure della equivalente in rispondenza di p.2 = 1 (2 ). Di 
siffatte projezioni avendo trattato distesame~te nel citato libro, Cap. III, 
art. IV, qui ci limitiamo a discorrere di alcune questioni là non risolute, 
oppure non isvolte in modo completo e riguardanti la projezione conica 
equivalente. Eccone una importantissima. 

Quale è la colatitudine u dove i valori dei moduli lineari principali 
sono l'uno massimo e l'altro minimo? 

Applicando la regola dei massimi e minimi alle formole esprimenti i 

moduli m1 e m,.., che (loc. cit.) son_o 
f r,.. 

m ----
1-m2-Àf' 

e che competono alle due direzioni principali, coincidenti coi meridiani e 
paralleli, si trova che il richiesto valore di u è dato da 

r 2
2 --À p2 cos u = o 

e che i rispondenti valori di mt e m2 si ottengono da 

1 cos u 

À 

(,) Id. Cap. I, e 5. 
{2:) È bene ricordare che noi diciamo projezioni coniche quelle rappresentazioni in cui i paralleli sono 

archi circolari concentrici ed i meridiani linee rette concorrenti nel loro comun centro e formanti angoli 
proporzionali alle loro differenze di longitudine. La projezione conica si cambia in polare quando il comun 

centro dei paralleli coincide col polo ed è ;\, == 1. 
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nel caso della sfera, detta e una certa costante di cui si disse nell' opera 
citata, cap. III, § 25, la u ricavasi da 

1. 
cos u+ -- = e 

cos u 
Una questione che pure là avevamo risoluta ( 1) era quella di deter· 

minare la costante dell'integrazione in guisa da far coincidere la projezione 
del polo col centro dei paralleli, dal quale escono i meridiani. Conside· 
rando qui il solo caso dèlla sfera, ricordiamo che l'espressione del raggio 
dei paralleli risulta 

2a u 
P = '\/}, sen 2 

già riferita dal LAMBERT (2), che i moduli lineari m1 e m2 de' meridiani e 
paralleli, ossia i moduli principali, si hanno da 

u 
cos-

2 1. 
m1 =ml= V À 

che l'equazione delle linee isoperimetre è 

ossia 

du 
df= + 

• 
V- u 

2 À sen-
2 

1 u 
t = ± Y _ log tan - + cost. 

À 4 
La costante Ì, può assumersi arbitrariamente, ovvero determinarsi as­

soggettando la projezione a qualche condizione particolare. Eccone alcuni 
esempi. 

1° Le alterazioni sono nulle alla colatitudine data u'. 
A soddisfare tale. condizione richiedesi che, alla data colatitudine, sia 

m1 = m,. = 1.; 
ciò dà 

Quindi è 

(1) Op. cit., pag. 070, i! 3~. 

u' 
À = COS

2
-. 

2 

u 
sen-

2 
p = 2a---

u' 
cos-

2 

(•) Bdtrii11 ""'" G,6raudu dir Jl{atlumatil,, Berlino 1770, Tam. ur, p. 187. 
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u 
cos -.-

2 

u' 
cos-

2 

La relazione fra l'angolo azzimuttale obbiettivo rp e la sua projezione <I> è 

tane:{) 
u' 

cos2
-
2 

----~-
tan rp u 

cos2
-

2 

Il modulo angolare esprimesi con 

ovvero con 

u 
cos'-

mt 2 2 p=-=m1 =---
m2 u' 

cos' -
2 

u' 
cos2 -

1'112 
2 

. 2 
P=-=m2 =---, 

mt u 
cos'-

·2 

secondo che la colatitudine u è inferiore o superiore alla 
dell' angolo più sformato ricavasi da 

tan ( 45° + --;-) = VP 
od anche da 

e f f 
tan - = tan - (u'+u) tan ~ (u'-u), 

2 4 4 
ovvero da 

tan _!_ = tan !_ (u+u') tan !_ (u-u'), 
2 4 4 

secondo che u è minore o maggiore di u'. 

u'· 
' 

e l'errore 2 e 

Però si ha che alla colatitu'1ine u' sono nulle le alterazioni lineari ed 
angolari, che nella direzione del meridiano havvi dilatazione o contrazione 
secondo che dalla stessa colatitudine si procede verso il polo o verso l' equa­
tore, che nella direzione del parallelo avviene l' opposto, che gli angoli azzi­
muttali, nella wna compresa fra il parallelo u' ed il polo, diminuiscono o 
crescono secondo cha sono acuti od ottusi , succedendo il contrario nel-



- 866 -

l'altra zona,. che infine le alterazioni lineari ed angolari crescono a misura 
che ci allontaniamo dal parallelo u'. 

Per ogni punto di colatitudine U e longitudine T passano due linee 
isoperimetre aventi per equazione 

t-T=+ 
1. 

cos 

u 
tan-

4 
log --. 

u' U 
tan-

2 4 
Alla composizione della mappa giova prendere per unità il grado 

' 1 d . ·1 Il I ' I . ' 360 u' d' .d I equator1a e, escrivere I para e o u co raggio r, = -- tan -, 1v1 ero 
7r 2 

ne' suoi gi:adi di longitudine uguali a sen u', tirare i meridiani, ossia i 
raggi, agli ottenuti punti di divisione, infine descrivere i paralleli mediante 

u 

circoli concentrici al precedente e di raggio p 
sen-

360 2 

u' 
cos-

2 

Il LA~BERT ( 1) applicò tale projezione alla carta dell'Europa. In luogo 
di po:are u' = 40°, che n'è, in numero tondo, la colatitudine media, fece, 
per amore di semplicità, 

a cui rispondono 

3 
cos u' = -

4' 

u' = 4Io. 25', 

• u' z+cosu' 7 
À = cos2 -= =- =0,875. 

2 2 8 
u' = 60°. 

Chi ne faccia l'applicazione all'emisfero e ponga u' = 60° trova 

3 
), = -=0,75, 

4 
essendo cosi la rappresentazione della mezza sfera contenuta in un settore 
di 2 70°; al polo si ha 

2 V3 m1 = y-- = I,IJ47, m, = -.- = 0,8660 
3 2 , 

4 I 
p = -, sene= - e e= 8°. r3'; 

3 7 

(1) Op. cit., pa1, ,sa. 



all'equatore è 

mi= V; = o, 8I65, m2 = v~- = I, 2247, 

3 I 
p = - , sen e = - e e = I I

0
• 3 2'. 

2 5 
2°. Le alterazioni angolari sono uguali alle colatitudini estreme u1 e u2 

della zona. 
Considerando ( vedi l'esempio precedente) che mi è il massimo e m2 il 

minimo modulo lineare o reciprocamente secondo che la colatitudine u a . 
u y-cui si riferiscono è minore o maggiore della u' rispondente a cos - = ì. 
2 

e per la quale sono conservati. gli angoli _è le distanze, è ovNio con chiu­
dere che il modulo angolare all'estremo inferiore di colatitudine u1 è 

ed all'estremo superiore 

P= 
À 

Ui 
cos2 -

2 

112 
cos2 -

2 
P=-ì.-, 

e che l'enunciata condizione è soddisfatta da 

Ui U2 
À = cos cos --. 

2 2 

Indi segue che la u' è data 

' V ui . U2 cos u = cos - cos -. 
2 2 

Ed avviene che agli estremi· u1 e u, della zona i moduli m
1 

e m2 sono 
espressi da 

f f 
(m1) = (---) = (m,) =· (m.). 

I m2 I I • • 

ed moduli angolari, fra loro uguali, da 

u, 
cos -

2 
P=--; 

"1 cos-
~ 

Ut 
cos-

2 



- 868 -
l'uguaglianza di questi moduli significa essersi resa la più piccola possibile 
la massima alterazione angolare che sempre succede in uno degli estremi; 
in fine, il semi-errore .: dell'angolo che più vi si sforma è dato da 

p-1. 
sene=--

P+l 
ossia 

1. 1. 
sene = tan - (u1+u2) tan - (u1 - u~) 
· 4 4 

Se è u1 = 90° e u2 = o0
~ se convertesi cioè la zona nell'emisfero, cosa utile 

alla composizione del mappamondo in due pezzi, si trova 

1. 
À = y-; = o, 707I 

e 

' 1. cos u = 1.41-• 
. v2 

che dà 
u' = 650. 32'; 

al polo è 

all'equatore 

1. 
m1 = "y 

2 
= 0 o, 84p9, · m2 = -V2 = 1, I892, 

nei quali luoghi si ha 

, 45° 
P=V2=I,4I42, sene=tan -e e=9°.53'. 

2 

Modificando, per amore di semplicità, il precedente valore di ), e 
facendo 

À = o, 7, 

la projer.ione del!' emisfero risulta ben poca diversa , restando semplificate 
le costruzioni ed essendo la rappresentazione contenuta in un settore di 
:z 5 :z 0

• E trovasi che la colatitudine alla quale sono nulle le alterazioni 
lineari ed angolari viene data da 

u' 
cos 

2 

ed è 
u' :--· 66°. 25'1 
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che al polo ed all'equatore non si scambiano più, come ·prima, i- valori di 

1111 e m2 che nel primo luogo si ha 

VIO . 
m = -·- =I, I952, 

I 7 
e nel secondo 

m
1 

= '\ / !!'_ = 0,8452, m
2
= '\ f!...4_ = ,, I832, \I I4 \I IO 

·che le alterazioni angolari competenti a questi due luoghi non sono più 
fra loro uguali avendosi al polo 

IO 
p = - =I, 4286, 

7 

3 
sen e = - e e = Io0

• 10' 
I7 

ed all'equatore 

'4 _!_ o 6' p = IO- = I, 4, sen e = 6 e e = 9 3 . 

Il T1ssoT ( 1 ), invece, propone di prendere 

À= o, 75 =.!_, 
4 

con che la rappresentazione dall'emisfero è contenuta in un settore di 270°, 
le alterazioni lineari ed angolari sono nulle alla colatitudine di 60° e le 
alterazioni lineari ed angolari al polo ed all'equatore sono quelle stesse 
riferite in _fine dell'esempio precedente e rispondenti al medesimo valore di À. 

C~i voglia fare il mappamondo in un solo pezzo deve fare u2 = o e 
prendere per u1 la distanza di uno dei paralleri estremi delle terre australi 
dal polo boreale, porre, ad esempio, u1 = I50° Cosi si viene ad avere la 
mappa dell'abitabile. Ciò dà 

Essendo 
À = cos 75° = o, 25~'8. 

s1 trova 

U1 ,----
COS - - = V cos 75°, 

2 

u' = II8".50', 
per cui le alterazioni lineari ed angolari sono nulle alla latitudine australe 
di 28°. 5o'. Si ha, poi, che al polo è 

f. 
m1.= y--- = I, 9656, ~=V cos 75° = o, 5087 

cos 750 
ed alla latitudine australe di 60" 

f. 
m1 =V cos 75° = o, 5087, m2 = y--- = ,, 9656, 

. cos 750 

(,) Op. cit., p • .,. 



essendo in questi due luoghi 

f 
p =---0 =3, 8637, sene =tan1 37°.30' e e=36°. 04' 

cos 75 
e che all'equatore si ha 

f 
m1 ~-y = I, 3899, m2 = V 2 cos 75° = o, 7z95, 

2 cos 75° 

P= f o=I,93z9, tan(45o+_e_)= f e e=Iao.32,'. 
2 cos 75 2 ,V 2 cos750 

Se, per facilitare le costruzioni di siffatto mappamondo, si fa 

f 
ì. = 0,25=-, 

4 
la rappresentazione sta in un settore di 90°, il raggio dei paralleli è 

u 
p = 4 a sen --;; , , 

le alterazio\li lineari ed angolari sono nulle alla' colatitudine di T20°, ossia 
alla latitudine australe di 30°, i valori di m1 e m; non più si scambiano 
al polo ed al parallelo estremo, ossia alla latitudine australe di 60°, ma 
nel primo luogo si ha 

nel secondo 

- f 
m1 =2 cos 75°= o,5z76, m'). = = I, 93z8, 

2 cos 75° 
cd in questi due luoghi le alterazioni angolari non sono più uguali fra 

loro, poichè al polo è 

e 
p =4, tan-

2 

cd all'altro estremo 

f 
e e =36°. 52' 

3 

f e I34° z5° 
p = i O =3, 7320, tan =tan -- tan - e c:=35°. z6'. 

4 cos 75 2 2 2 

All'equatore, poi, si ha 

'\C f • 
m1 = V 2 ~= I,4I42, m1 = V 

2 
= o, 707I 

P · 21 tan (45°+-;) = Va e o=I9°. 2K. 

Il T1ssoT ( 1) propone pure di fare il -mappamondo iu un solo pezzo 
colla projezione or ora esposta, ma in luogo di porre il parallelo es_tremo 

(1) Op. cit., p. •••· 
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alla latitudine australe di 60°, lo mette a quella di 50°, fa cioè ui = o e 
u1 = I40°. Con 'che trova 

e 
À = cos 70° =0,.3420, 

u' --
cos -= Vcos 70°, 

2 

per cui le alteraiioni lineari ed angolari sono nulle alla distania polare 
u' = Io8°. 25' 

ossia alla latitudine australe di I8°. 25'. Al polo è 

1 
mi ~= y C~S 700 ~-~ I, 7099, ,n' ~" y COS 700 ·= o, 5848 

ed alla latitudine australe di 50° 

1 
111i~Ycos700~0,5848, m, e, - 1-= = I,7099, 

\i cos70° 
essendo, in questi due luoghi, uguali le alteraiioni angolati, avendosi cioè 

1 
p = --- = 2 92.38 sene= tan2 .35° e e e= 29°. 22'. 

COS 70° I 
1 

All'equatore, poi, si ha 

1 

1 ( +e) 1 0 p = ---0 = I 1 46I9, tan 45° -- = y e e cc~ IO . 49', 
2 cos 70 - 2 2 cos 70° . 

Lo stesso autore r1t1ene utile la coincidenza degli estremi della projezione 
col meridiano posto a I70° di longitudine occidentale da Parigi, il quale 
attraversa lo stretto di Behring e non incontra alcuna terra. 

Chi faccia u"= o e u1 =45° trova le formole che riguardano la pro• 
jezione della iona che ha il vertice nel polo e per base il parallelo di 

45°, ed ha 
). = o, 92.39, 

per cui la rappresentazione della iona è in un settore di 340°. 21'. Alla 
colatitudine di 32°. 02' sono nulle le alteraiioni lineari ed angolari Al 
polo è 

alla base della zona 

mi=~. 96I 2, m1 = I, 0404, 
nei quali due luoghi sono uguali le aJterazioni angolari essendovi il mo· 
dulo angolare pari a I,0824 e l'errore dell'angolo più sformato uguale a 4°.33'. 

Seguitando a considerare la projedone conica col centro dei paralleli 
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nella projezione del polo e supponendo ancora la terra sferica, può chie­
dersi l'errore totale U proveniente dalle alterazioni lineari e sofferto dalla 
zona limitata dalle colatitudini u e u.,. 

1 • 

Se nella formola che dà siffatto errore ( 1) e che è 

U= 2rro:
2 f'T(m1-1)'+(m,-1)2] senu du _lu2 , 

si sostituiscono i valori di m1 e m2 superiormente riferiti e si eseguisce 
l'integrazione fra i dati limiti, risuìta 

U ( v-( U2 U1 ) 8 ( U; U ) --2=2 COSUt-COSUi)-8 ), cos--cos- - y- cos3--cos3 .-! 
27!0: 2 2 3 À 2 2 

U:1. 
cos 

f ( U2 U1) 2 +-- cos4 --cos4
- +4),log----~, 

ì. 2 2 u
1 

che per l'emisfero diviene 

cos .. 
2 

u 2 ···- 2-8 V7i:(z-y1 -)--y8 -(I- v' -) + 3 + 2 i. log 2. 
21!(J. 2 3 À 2 2 . 4 À 

Chi voglia il valore di ì. che rende minimo l'errore totale U deve, 

e nel caso della zona limitata da due paralleli ed in quella dell'emisfero, 
risolvere un'equazione di 4° grado. 

§ 5. La projezione polare equivalente, che è un caso particolare della 

conica, e <li cui, avendone detto al Cap. III, §§ 33, 34, 3 5, 3 6, 3 7 e 38 
della citata opera, non terremo ulteriore discorso, ha grande importanza 
non solo per le ,applicazioni immediate che se ne possono fare, ma altresi 

perchè dà origine ad altre importanti rappresentazioni. Invero, immaginati i cir­
coli massimi (azzimutti) condotti pel diametro di un dato punto q della 
sfera terrestre ed i circoli (almicantaratti) che gli sono perpendicolari, fun, 
zionanti rispetto allo stesso punto nella guisa medesima dei meridiani e 
paralleli rispetto al polo geografico, si sa che un punto della sfera, essendo 
l' incontro di un certo almicantaratte con un certo azzimutto, è determi­
nàto dalla distanza sferica (3 dell' almica:ntaratte dal suo polo q e dall' an­
golo w dell' azzimutto coll' azzimutto priniario coincidente col meridiano 
del detto punto q, e che si hanno formole e tavole opportune per 
trovare le coordinate sferiche (3 e r,i di un punto della sfera quando 
ne sono note le coordinate geografiche, ossia fa latitudine e la longitudine, 
e reciprocamente ( 2) ; ed è noto ch_e una data projezione polare può es-

(,) Li pro/esio"i ecc. Cap, I; e a6. 
(a) Le·projeaioni, ecc,, op. cit., Cap. I, art. IV e V. 
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sere applicata al sistema degli azzimutti ed almicantaratti sostituendo al 

polo geografico il punto q, al meridiano l' azzimutto, al parallelo l' almi· 

cantaratte, alla longitudine t l'angolo w, alla colatitudine u l' angolo {3. 
In tale gui"sa si deduce un nuovo tracciato in cui il punto della sfera ri­

spondente al centro della carta tiene luogo del polo geografico e che per­

ciò potrebbesi denominare tracciato · centrale. Oppure, osservando che al 

punto q risponde lo zenitte nello stesso modo che al polo terrestre ri­

sponde il celeste, la nuova projezione si potrebbe anche appellare zenittale. 

A fine di evitare che tali denominazioni generino qualche confusione, nè 

~vendone altra migliore in pronto, abbiamo adottata quella adopera.ta dal 

DE CoATPONT e diciamo azzimuttale la rappresentazione di cui qui si di­

scorre, badando a ciò che le linee più facili a tracciarsi sono gli azzimutti 

e che dal punto centrale della carta ogni altro punto apparisce sotto il 

suo vero angolo azzimuttale ( 1). 

La projezione azzimuttale, analogamente alla distinzione che si fa nelle 

prospettive, dicesi meridiana, ovvero orizzontale, secondo che il polo degli 

almicantaratti è in un punto dell'equatore, ovvero in altro punto -della sfera, 

e ripiglia il nome di polare quando lo stesso coincide col polo geografico. 

Al Cap. V, Art. I, della nominata opera, abbiamo trattato distesamente del 

modo di tledurre dalle projezioni polari le azzimuttali e dis~orso della 

projezione azzimuttale equivalente, sl meridiar.a che orizzontale, e qui non. 

diciamo altro. 

L' idea di dedurre la projezione azzimuttale meridiana od orizzontale 

dalla projezione polare mediante una trasformazione di coordinate è molto 

antica, conciossiachè ai cosmografi sia ben presto venuto in mente di trasfor­

mare da polare in orizzontale la prospettiva della volta celeste sostituendo. al 

polo celeste lo zenitte, all'equatore l'orizzonte, ai paralleli gli almicantaratti, 

ai meridiani gli azzimutti. Tralasciando di parlare dei geometri arabi ( 2 ), 

(1) La._denominazione di tracciato centrale è la sinonima. di sistema centrale sono adoperate dal 
CoLLIGNON (lleclilrclies sur la rljJrlsentatipn piane de la sur(i,ce du gl,be terr1stre nel Jo.11rnr1l de 

l' École polytechnique. Tom. XXIV). Il GERMAlN ( Traiti des jro_jection, des cartes glograjhiques, Pa• 
ris). il GRETSCHEL (Lelirb11cli der KtJrten·Pro/ektioll, \\"ii:imar 1373), l'HERZ (LeAr611ch der Landl.:m·ten• 
Pro1~ktio11en, Lipda 1885) u..:ano la locuzione di projezione zenittale; ed il COATPO~T (Projrlltl etco,,s 
tr11ctior1 d'une carte en. pro/ecHon azimutal lql4ivale,,te nel Bull. de la Soc. de Glopraplcie de Paris, 
fcbb 1887), quella di projezione azzimuttale. 

(2) I geometri ;uabi che conservarono e tramandarono .1i po~teri il Plani.1fero di TOLOMEO, dove 
sono insegnate le regole della projezione steri::ografica, ebbero la felice idea di sostituire, nella costi uzione 
dei plani~feri, la stereografia orizzontale ali~ polare. Autore di que~ta innovazione fu l'arabo ARZ:ACHRLR, 
giudeo di m11·ione, come dice l' AMARI (Storia dei. Mussulntanl in SidUa, Firenze 18541 Tom I, p. XXX 
e Tom. III, p. 690). vissuto a Toledo alla metà del secolo X[, il quale, indotto dagli errori riscontrali 
negli .astro~abi costruiti secondo i principi della scuoi.a alessandrina, con,.•ertl 11 astrolabio antico e partico­
lati= dei greci in altro universale colla projezione orizzontale. E siccome il medeSimo non giunse a fare 
quanto aveva promesso, a scrivere cioè intorno al modo di comport't: i suoi astrolabi uriiversali colle 
prove di ge0mctria, cosi il Re -D. ALFONSO X di Castiglia, nel secolo XIU, ordin<? che fosse riempita 
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accenniamo al WERNER ( 1 ), il quale in prindpi-0 del secolo XVI m0strò 
come dalla stereografia polare si passi alla orizzontale e primo questa 
applicò alle carte geografiche facendo seguire la esposizione del suo me· 
todo dalla delineazione dell' emisfero rappresentato stereograficamente sul-
1' orizzonte di Norimberga, patria dell'autore ( 2 ). Il LAMBERT generalizzò 
tale metodo e mostrò come ogni projezione possa originare l' analoga 
projezione azzimuttale limitandosi a dare le formole pel caso in cui il polo 
di projezione e sull'equatore (3). 

§ 6. Nello stesso modo che le projezioni polari or1gmano le azzi· 
muttali, le coniche possono benissimo dar laogo ad altro consimile genere 
di rappresentazione. In fatto, immaginando il sistema degli azzimutti ed 
almìca11taratti in riguardo al punto q della sfera, posto sul primo meri­
diano e di colatitudine u', s'intenda applicata alla sfera la projezione co­
nica sostituendo al polo geografico il punto q, ai meridiani gli azzimutti, 
ai paralleli gli almicantaratti ; si avrà una projezione che può appellarsi 
conica azzimuttale e che sarà determinata quando, dicendo (3 la distanza 
sferica di un almicantaratte dal suo polo q e w l' angolo di un azzimutto 
coli' azzimutto iniziale, ossia col meridiano del punto q, sieno noti la 
funzione di (3 che esprime il raggio p del!' arco circolare nel quale si pro· 
jftta l'almicantaratte ed il coefficiente ì. che regola la distribuzione degli 
azzimutti rettilinei incontrantisi nel comun centro degli almicantaratti , 

tale lacuna (Libros del saber de Astronomia del Re7 D. Alfonso de Castz'lla comjilados, anatados, y 

conu11,tados jor ·Do11 Manuel Rlco y Slnobae. :Madrid, 1863; Tom. 11, p. 87). Parecchi furono, ivi è 
detto, gli strumenti astronomici nuovi fatti costruire da ARZACH&LE j ~ da ricordare quello in cui, f~ccn­
dosi uso della projezioa.e meridiana. i paralleli e meridiani celesti sono projettati stcrcograficamcnte sopra 
un piano· pèrpendicolare ali' eclittica e passante pei due punti solstiziali. Ultimamente snll' astrolabio di 
A~ZACHELE scrisse ALM&RlGO DA SCHIO (Di due astrolabi in caratUri e-uffici ocddentaU. Venei:ia 1880). 

(1) GIOVANNI WBRNBR, n. 1468, m. 15,8, 

(•) Il metodo del nominato autore è esposto nella Prop, XII del Lioellus Joan11is Verneri Nurem· 
bergensis de quatuor aliz"s j,lanis - terraru#I orbis descri'jHoni6us. 11 quale opuscolo trovasi neJla Intro· 
di,ctio geograJAica Petrz' Ajiani in doctz"ssimas Verneri adnotab"ones........ Huic accedit tran.slatio 
nor•a jrt'mi llbrz' GeograJAùz Cl. Ptolomat'. Translatloni adfuncta sunt arC'l'me,ìta et JarajArau1 sln· 
gulor#m cajit#m: Li6ellus guoque- de quat11or terrarum orbis in plano figurationibus. AutAore Ver­
n,ro.,,,. /,ol{lostadii MDXXXIII. E fu_ pubblicato per la prima volta nel 1514 a Norimberga in una 
raccolta di scritti geografici, dovuti in massima parte allo stesso WERNER, col titolo: Lt"bellus de quat-uor 
terrarum orbt's t'n jlano fig-urationibi,s a6 eodem joanne· V,rnrro novissime comjertis et enarratis. 
Sulla quale raccolta vedi il D 1 AvEZAC, op. cit. p. 46, e la Nota del JAtOLI: Intarno alla determina­
zt"o,te di Domenico Maria Novara del�'obliquità del!• eclittica nel .Bullettino di bibliografia e storia 
delle scienae matematicl,,e e fist'cAe, Tom. X, febb. 1867, dove sono larghi cenni sull'edizione del 1514. 
U WERNER e brevissimo nella esposizione del ~etodo stereografico. Projositam Aanc orbis j,lana1n de­
scn"j,tionem, scrive. 11,t'mlrum decrevi brevissimi attz'gisse: otque dt illte geograjAia studiosis tantum· 
modo labiis admonisse, ut si jlaceret ea uti jossent. ljsius amjliorem tractab0one111 conS#l!o jrteterivi 
quondam ea trita admodum ,:tz'stit atque e.:c multz's 'lJariisque de comjositz'one astrolabii tractatibus. 
h(!lUd #lulto negocio jroficietur. Vedi pure l' opu.>colo del GiiNTHER: jol,,ann Werner a1ts Niirnberg 
Hàlle 1878 nello Studi,,. sur Gescfl.icllte der matllematischen 1md fhysikaliscTl.tn Geol{rafhie von Fr. 
S;,p,,u#d Gii;,14,r. Halu. 1879. 

(3) Op. cit., Tom, Ili, p. 17 5. 
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e che moltiplicato per l' angolo rù ne dà la rapprese11tazione v, chè allora 
la projezione risulta governata dalle equazioni 

p = p (/3), V= À W 

essendo p e v le coordinate polari del punto generale. 
Se, nella rappresentazione e Ilei comun centro degli almicantaratti, 

·dove concorrono gli azzimutti rettilinei, si stabiliscono due assi ortogonali 
delle X e Y e si fa coincidere il primo coli' azzimutto iniziale, si ha 

X= p(/3) cos Àw, Y=p(P) sen Àw, 
che sono le coordinate rettangolari del nominato punto generale. 

Ponendo l'origine delle longitudini al meridiano del punto q coinci­
dente coli' azzimutto iniziale, e· dicendo u la colatitudine e t la longitu. 
dine del punto generale, è ( 1) 

cos /3 = cos u cos u' + sen u sen u' cos t, 

sen t 
tanw = 

cot u sen u' - cos u' cos t '· 
cosi si ha tutto quanto occorre per avere le coordinate polari p e v, 
oppure le rettangolari X e Y in funzione delle coordinate geografiche e per 
dedurre le equazioni de' meridiani e _paralleli. 

La projezione conica azzimuttale dicesi orizzontale o meridiana se­
condo il polo che q degli almicantaratti giace in un punto qualsiasi della sfera 
o sull'equatore. Nel secondo caso le precedenti formole, per essere u'=90°, 

s1 semplificano ed, introducendo la latitudine l in luogo della colatitudine u, 
si riducono a 

cos iS = cos l cos t, 
tan w ::e= cot l sen t. 

Se è u' = o. s1 ricade nella projezione conica. 
Ponendo À · i e facendo coincidere la projezione del centro degli 

almicantaratti con quella del loro polo q, si ritrovano lé projezioni azzi· 
muttali, di cui si disse al numero precedente; e se inoltre si fa u' =O si 
rientra nelle projezioni polari. 

I vari generi di projezioni coniche dipendenti dalla funzione p ed i vari 
casi speciali che occorrono in virtù dei valoi:i del coefficiente ). danno 
luogo ad altrettante projezioni coniche azzimuttali. Ma noi qui intendiamo 
limitarci allo studio della projezione conica. azzimuttale equivalente e me· 
ridiana, farendone l'applicazione all'emisfero nell'ipotesi _che il centro degli 
almicantaratti coincida colla rappresentazione .. l loro polo. 

E siccome alla composizione del mappamondo giova la rappresenta­
zione dei due emisferi che hanno per base comune un dato meridiano, è 

(1) Le profezio11i ecc., Cap. I, an. I V. 
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utile assumere questo distante di 30° di longitudine occidentale da Roma, 
aflinchè la linea di separazione dei due emisferi non incontri grandi con· 

" tinenti e solo poche isole ( r ). Per· tale modo i vertici dei due emisferi, 
che sono poli di projezione e che giacciono sull'equatore, l'uno è _alla lon­
gitudine orientale di 60°, l'altro alla occidentale di 120°. 

La rappresentazione dell'emisfero, nel caso di À < 1, è contenuta ia 
un settore di ampiezza uguale a ) .. 360°. La parte di circolo rimasta vuota 
e di ampiezza pari a (À-1) 360° si può utilizzare col prolungare la carta 
da ciascun lato che limita il settore pieno per alcuni gradi ; cotali pro­
lungamenti, che sono ripetizioni di parti già projettat::-, valgono a togliere 
le brusche interruzioni e le discontinuità. 

Come si costruirà la rete dei meridiani e paralleli? Meglio è, trovate 
le coordinate geografiche l e t (latitudine e longitudine) dei vertici della 
rete, calcolarne le sferiche f3 e w ricorrendo alle ultime due formole ( 2 ). 

Allora, nota la legge della projezione, noti cioè il coefficiente À e la fun­
zione p, si calcolano le coordinate polari p e v, oppure le rettangolari X e Y 
de' nominati vertici, e si avrà cosi il modo di collocarli sulla carta e di 
tracciare, per mezzo delle loro opportune congiunzioni, i meridiani ed i 
paralleli. 

La projezione in discorso, per le limitazioni fatte, per essere cioè il 
centro degli almicantaratti coincidente colla projezione del loro polo, è go­
vernata (§ 4) dalle equazioni 

2a (3 
p = V À sen 2 , v = Àw 

Volendo che le alterazioni angolari siano eguali alla base ed al vertice 
dell'emisfero, con che la massima alterazione angolare, che s.empre succede 
in uno degli e8tremi, è resa la più piccola possibile, si trova ( vedi esem. 2° 

del § 4). 

' 1 
A= y-; = O, 707I. 

Da quanto là si è detto si trae che le alterazioni lineari ed angolari 
sono nulle alla distanza di 6 5 °. 3 2' dal vertice dell'emisfero, che le distanze, 
nella direzione degli azzimutti,. soggiacciono a dilatazioni o contrazioni se· 
condo che si procede dall'almicantaratte di ti 5 °. 3 2' verso il vertice o verso 

t 
(1) Così, la comune base dei due emisferi incontra quasi ~;olo la superficie oceanica, e più propriamente, 

dall'una parte taglia l'Irlanda, daJI'altra l'estremo lembo d'Asia al di là del Giappone; l'uno emisfero 
cootiene il vecchio, l'altro il nuovo continente. 

(2) A tr?vare J3 e W, quando si conQsCano l e t, 1iovano le due apposite tavole poste in fine del Cap. I 
d<-lle Projesio,ci delle carie geograficl,e, op. cit. 
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la base dell'emisfero, che l'opposto ha luogo nella direzione degli almièan­
taratti. Identici sono i limiti delle dilatazioni e contrazioni; queste vanno 
da o a o, 1591, quelle da o a o, 1892. Là dove avvengono le massime 
dilatazioni e contrazioni, cioè al vertice ed alla base dell'emisfero, si ma· 
nifestano e pareggiansi le massime alterazioni angolari; il modulo angolare 
vi risulta uguale a 1,4142 e l'errore dell'angolo più sformato raggiunge 19°. 46'. 

La rappresentazione dell'emisfero è accolta in un settore di 254°, 33'; 

la parte vuota del circolo è di 1 o 5 °. 2 7'. 
Questa projezione fu studiata dal . T1sS0T ( 1), il quale propone di 

attribuire a ), un valore più semplice e di fare 

3 
),=O, 75= ~; 

4 
Con che (§ 4, es. 2°) le alterazioni lineari ed angolari sono nulle all'almi-
cantaratte di 60 °. E si ha che le distanze, nella direzione degli azzimutti, 
da questo almicantaratte al polo di proiezione soggiacciono a dilatazioni 
che crescono da o a 0,1547, mentre n«:lla direzione degli almicantaratti 
avvengono contrazioni che vanno da o a o, I 340 ; I' opposto succede dal 
detto almicantaratte alla base dell'emisfero; gli. azzimutti sono soggetti a 
contrazione, gli almicantaratti a dilatazione, essendo, alla base dell'emisfero, 
questa uguale a 0,2247, quella a 0,1835. Oltre ciò le alterazioni angolari, 
nulle all'almicantaratte di 60°, crescono a misura che ce ne scostiamo ed 
agli estremi non sono più fra loro uguali; I' errore dell' angolo soggetto 
alla massima alterazione, al vertice dell' emisfero raggiunge 16°. 2 6' 2 lla 
base 23°. 04', 

La rappresentazione conica azzimuttale meridiana il cui centro coin­
cide col polo della projezione riesce utile alla carta dell' Africa. Meglio è 
collocare, come vuole il TzssoT (2 ), questo polo in prossimità della costa 
del Gabon e, siccome esso è sull' equatore, intendere che l' arco equato­
riale inoltrantesi nell' Oceano sia quello che deve sdoppiarsi nella proje· 
zione per formare i limiti del settore contenente la rappresentazione a fine 
di evitare il malanno della discontinuità. Non è necessario, ad ottenere la 
mappa del continente africano, projettare. tutto l'emisfero, basta mettere la 
base della zona alla. diftanza di 45° dal v.ertice, che anzi si ha ancora il 
vantaggio di vedere rappresentate le prossime coste europee ed asiatiche. E 
se si vuole che le alterazioni angolari sieno uguali al vertice ed alla base. 
della zona basta ricorrere a quanto si disse al § 4, es. 2°. Sarà dunque, 

À= o, 9239, 
per cui la projezione si contiene in un settore di 340°. 21'. E si ha che 

(1) Op. cit,, p, 116. 
- (2) Op. cit., p. 122. 
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le alterazioni lineari ed angolari sono nulle all' almicantaratte di 32°. 02', 
che a partire da questo e procedendo verso il suo polo avvengono dila­
tazioni lineari nella direzione degli azzimutti, contrazioni secondo gli al­
micantaratti, quelle andando da o a o, 0404, queste da o a o, 0388, che 
l' opposto accade procedendo verso la base della zona essendo identici i 
limiti delle dilatazioni e contrazioni, che al vertice ed alla base della zona, 
dove sono uguali le alterazioni angolari, l' errore dell' angolo più. sformato 
è di 4°, 33'. 

Il T1ssoT osserva che si migliora la projezione, rendendone minori 
le alterazioni, col porre la base della zona alla distanza di 43° dal ver­
tice, oon che restano rappresentati, oltre il continente africano, il Mediter­
raneo, il Mar Rosso, le coste ·europee ed arabiche e l' Isola di Madagascar. 
Cosi ha fatto lo ZòPPRITZ, il quale costrul la carta dell' Africa in consi­
mile projezione ( 1 ), Con questo nuovo dato si trova che è 

ì. = 0,9394, 
per cui la projezione si raccoglie in un s~ttore di 334°. 55', chè le alte· 
razioni lineari ed angobri sono nÙlle all' almicantaratte di 30°. 35', che le 
dilatazioni e contrazioni lineari nella direzione degli azzimutti e degli al· 
micantaratti' avvengono nel· senso indicato,· essendo o, 036 7 il limite delle 
prime e o, 0354 il limite delle seconde, e che l'errore dell'angolo soggetto 
alla massima alterazione è, negli estremi, di 4°. 7'. 

La rappresentazione conica azzimuttale orizzontale il cui centro coin­
cida colla projezione del polo degli almicantaratti, al pari della meridiana, 
riesce utile alle mappe degli emisferi e dei segmenti sferici maggiori o 
minori della mezza sfera per la costruzione dei mappamondi e delle carte 
delle grandi regioni. Credendo di avere già discorso abbastanza di questo 
genere di projezioni, non intediamo venire ad ulteriori applicazioni. Ci 
piace soltanto osservare col TrssoT ( 2 ), che l' Europa, meno una parte 
dello Spitzberg e delh Nuova Zembk. è compresa nell' interno di una zona 
sferica avente il suo polo in Polonia nei dintorni di Plok ed il cui raggio 
è di 2 5°, che il raggio· della z.ona, la meno estesa, contenente l' Asia è 
di 50°, che, per l'America Setten_trionale e per l'Africa, le rispondenti 
zone hanno 40° di raggio, che per l'America 'Meridionale il _raggio della 
zona è di 33°, che per questa è meglio prendere il raggio di 37° e diri· 
gere nel Pacifico l' arco di circolo massimo soggetto allo sd-0ppiamento. 

§ 7. A determinare (§ 3) le equazioni ( 3) e ( 4) che governano la 
projezione richieggasi che le distanze fra i paralleli della rappresentazione 

(,) Die Walil eier Projeklion fiir Allanlen und Handkarlen in Zeitsckrift der Gesellscka/1 fiir 
Erdkunde •u Berlin, XIX, 1884, p. 1. 

(2) Op cit., p. 120. 
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sieno proporzionali ai loro interva!Ìi sulla superficie obbiettiva. Con ciò è 

data la ( 3) e se ne deve dedurre la ( 4 ). 
Essendo r

1 
du l'elemento dell'arco di meridiano ed indicando con a 

un coefficiente costante si ha 
d p= a. r1 du, 

da cui, dicendo p' il raggio dell'arco circolare che rappresenta un dato 
parallelo ù' e chiamando a e a' gli arr.hi meridiani obbiettivi che dal polo 
vanno ai paralleli u e u', si trae 

(8) p=O's::f"t du+p'=a(a-a')+p' 

e 

p.2r t 
V = ~ 2 + (f (u). 

(7. p 
Tali sono le coordinate polari del punto generale della rappresentazione 
lil funzione delle coordinate ge.ografiche. 

Dalle (6) si ha 

(1 O) 

e dalle (7) 

(u) 

tana= cot I= 

dv 

Pdu 

a mt __ _ 
- cosa' 

" /1-2 m =--~. 
(/. . 

Queste formole, che danno l'alterazione dell'angolo del parallelo col meri­
diano ed i moduli lineari de' meridiani e paralleli, valgono a trovare 1 § t) 
le direzioni principali, i loro moduli e le varie alterazioni lineari ed an­
golari, e l'ultima dice che il modulo competente al parallelo è costante 
qualunque ne sia la colatitudine. 

Si consideri il caso in cui il meridiano iniziale si projetta secondo 
.un raggio dei paralleli, assunto quale origine delle v. Allora è rp (u) = o 

e se ne traggono alcune importanti conseguenze. La (9) dà 

,.2 t 
pv=p.2 -

a 

e quindi 

dv d p p.1 t dr2 

P ;f;; +v du = a. du' 

per cui, avvertendo alle relazioni 

dr1 
cos u =--, 

f"t du 
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la (10) s1 cambia m 

oppure in 

jJ}f 

tana=-, cos u-v, 
(/. 

tana= p.'t (cos u - 2). 
(I. (X p 

L' alterazione rJ è nulla per t = o ed alla colatitudine u data da 
p cos u - art = o; in altri termini, il meridiano iniziale è, sulla carta, 

· incontrato dai paralleli ad angolo retto, ed alla nominata colatitudine i 
meridiani incontrano pure normalmente il parallelo. Ed havvi di più: sul 

meridiano iniziale le distanze sono amplificate secondo il rapporto et; gli 
altri meridiani, poi, lo incontrano nel punto in cui si projetta il polo, posto 
alla distanza di p = p'- o:a' dal comuÌl centro dei paralleli e sotto l'angolo 

p. ~ t 
che ha per tangente ~ . 

(/. 

Facile riesce la costruzione della carta. Tracciata la retta che rap­
presenta il meridiano inizjale e su cui è il comun centro de' paralleli, 
descritto col raggio p' l'arco circolare secondo cui si projetta il parallelo 
u', inferiormente e superiormente a questo portati su quella i gradi di la· 
titudine moltiplicati per cc, si hanno altrettanti punti per cui passano i cir, 
coli concentrici <lei paralleli. E se sopra q~esti, a partire dal meridiano ini· 

p.~ . 
siale, si portano i rispondenti gradi di longitudine moltiplicati per -, 1 

(X 

meridiani altro non sono che le linee congiungenti i punti di uguale 
divisione. 

§ 8. Se, per amore di semplicità, la projezione or ora studiata deve 
riuscire equivalente ed avere le distanze dei paralleli uguali ai loro inter­
valli sulla superficie .obbiettiva, le equazioni ( 8), ( 9 ), ( r o) e (II), p~r 
essere, cc= t e r<"= t, 

(8)' 

divengono 
.,u 

p J
11
.r1 du +p'=a-a'+p', 

r~ t 
V=-+f (u), 

p 

(10 )' tan ,) 

dv 
p­

du 
=--, 

( I I)' 
f 

m' = cos ,J' m"= f, 

delle quali l'ultima significa la conservazione delle distanze sui paralleli. 
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Ecco, intanto, alcuni importanti corollari. L'equazione che dà (§ I) 
moduli principali m1 e m;). risulta 

m4-(.2+tan' d) m2+ f = o, 
che, badando ai valori positivi di m, somministra 

m1 ( f \) f , =±- tan d'+ f +- tan a. 
m1 2 4 

E quali sono le direzioni principali a cui spettano i moduli m1 e m1? Di­
cendo cp e <I> l'inclinazione obbiettiva e la subbiettiva della direzione m1 sul 
parallelo, considerando che a questo compete l'unità come modulo· si ha ( 1) 

f 
tan cp = +m1 = ± -, 

m1 

tan <I> ~-· + _i - = ± m,. 
mi 

Ricorrendo a note formole (2) si trova che a calcolare l'errore 2:: 

dell'angolo più alterato, il quale, trattandosi di una lprojezione :equiva­

lente, è formato dalle tangenti alle due curve isoperimetre, coincidenti 
colle curve di mas,ima deviazione dalle direzioni principali, s( ha 

1 
tan e = - tan a. 

2 

Si sa pure che le formole atte a dare, obbiettivamente e subbiettivamente, 
gli angoli delle nominate ~ngenti colla direzione m1 sono quelle, poco fa 

riferite, riguardanti l'angolo di questa direzione col parallelo e che è 

o è 
cp=~45 +-, 

' 2 

e 
<I> =45°- -, 

2 

:: ( = tan (45° ±f ). 
L'angolo delle due linee isoperimetre, diviso per metà dalla dirèzione 

1111 vale 2 cp, pari a 90°+e, oppure a 2<1>, uguale a 90°-e, secondo che 
la si contempla obbiettivamente o subbiettivamente, sullo sferoide cioè o sul 

• piano di projezione. E siccome l'angolo del meridiano col parallelo è, obbietti­
vamente, di 90° ed una delle curve isoperimetre coincide col 1 ,arallelo, cosi 
l'altra fa col meridiano, in sullo sferoide, l'angolo e. Se. dunque, sopra 
quest'utima si passa dal punto (u,t) al punto (u+du, tf-dt) si trova 

tane= 

(1) Vedi Le profuion,· ecc., Cap. I, formola (19), 
(•) Le profezioni ecc. Cap. I, formola (32), 

r2dt 
r

1 
du' 



da cui ricavasi 
- M2 -

r 1 tan ·J 
di= --- du, 

2 1"2 

che è l'equazione differenziale della seconda linea. 
Nel caso in cui il meridiano iniziale si projetta secondo un raggio 

de' paralleli, dal quale si contino gli angoli v, è nulla la rp ( u) e si ha 

tan J=t (cos u - :
2 

). 

È però pei punti posti sul meridiano iniziale e sul parallelo di cola· 
titudine u data da 

p cos U - 1" 2 = 0 

i moduli principali uguagliano l'unità, sono nulle le alterazioni angolari, e 
gli elementi lineari uscenti da un punto qualsiasi di cotali due linee con 
servano le loro lunghezze e direzioni. I meridiani, poi, incontrano il me­
ridiano iniziale nel punto dove si projetta il polo alla distanza di p' - 1J' 

dal centro dei paralleli e sotto I' angolo la cui tangente uguaglia la 
longitudine t. Risulta semplificato il rnetodo accennato alla fine del 
§ precedente per tracciare la rete de' meridiani e paralleli. Imperoc· 
chè basta portare sul meridiano iniziale, sopra e sotto il parallelo u' 

descritto col raggio p', i gradi di longitudine per avere i punti pei quali 
devono passare i paralleli, e portare su questi i rispondenti gradi di ]on· 
gitudinc uguali agli obbiettivi per ottenere i punti per cui passano i me­
ridiani. 

§ 9. Una prima applicazione delle cose dette nei due §§ precedenti 
si ha in certe projezioni, note sotto il nome di projezioni cordiformi del 
WERNER. 

Considerando la sfera ed il caso della coincidenza del comun centro 
de' paralleli colla projezione del polo e della conservazione delle distanze 
sul meridiano iniziale e ad un tempo centrale, steso in linea retta, si ha 

r1=a, r2=a sen u, p'=cr, G=O, x · f; 

e però le formole (8), (9), (ro) e (11) divengono 

(8)" P= au, 

(9)" 

(1 O)" 

(u)" 

JL2 t sen u 
V= 

u 

( 
sen u) tan cl' = JL2 t cos u - -----;~ , 

, 1 " g 
m = --, m =JL. 

cos cl' 
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Il costante modulo superficiale uguaglia il costante modulo lineare dei 

paralleli; in altri termini, il rapporto d'ingrandiménto delle aree è uguale 

al rapporto amplificativo delle distanze nella direzione dei paralleli. 
Il processo indicato nel § 7 per la composizione della mappa rimane 

semplificato. Portati sulla· retta che deve rappresentare il semimeridiano 

iniziale i 180 gradi di latitudine, si hanno i punti pei quali devono pas­

sare i paralleli che hanno il comun centro nel polo positivo, e se sopra 
questi, a partire dal meridiano iniziale, si portano i gradi di longitudine 

uguali agli obiettivi moltiplicati per 11-2 si hanno i punti per cui passano 
i meridiani. Se, poi, è J1-2= 1 1 i gradi di longitudine dei paralleli sono per· 
fettamente uguali a quelli della sfera. 

Il meridiano centrale incontra i paralleli ad angolo retto, ed i meri­

diani nell'uscire dal polo, lo taglian? sotto l'angolo .fl-2t. 
L'equazione (9)" mostra che, nel caso di 11-·i= 1, ovvero 11-''<1, i pe· 

rimetri degl' intieri paralleli sono rappresentati da archi circolari minori 

di 360°. Se è 11-°2>1, il parallelo di colatitudine U, deteminata da 

/sen U-- U, 
è rappresentato da un'intiera circonferenza, i paralleli di maggior colati tu· 
dine projettansi secondo archi minori 'di 360° e quelli di colatitudine minore 

non si possono intieramente rappresentare senza che avvengano sovrapposi­

zioni; in questo ultimo caso, per essere al polo V= /t, la projezione deve 

rr 
essere limitata da f -- - o a t " = ± - 2 , con che si viene a rappresentare il 

/J-

• :Jrr 
fuso sferico di ampiezza ,. 

/J-

La costante p. ~ può assumersi arbitrariamente ovvero determinarsi da 

qualche peculiare condizione a cui si voglia assoggettare la projezione. Noi 
la determineremo in guisa da ottenere le tre projezioni cordiformi del 
WERNER. 

Projezione I.a - La semi-circonferenza del circolo passante pel mezzo del 
meridiano iniziale, che è anche il centrale, deve rappresentare il semi-equa-

7l' 
tore. Ciò dà U = che somministra 

2 

2 rr 
p.=-

2 

Qui l'equatore è rappresentato da un'intiera circonferenza; ma i parai• 

leli boreali non si possono rappresentare intieramente in modo utile. L'at• 
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tuale projezione serve benissimo alla rappresentazione dell'emisfero od anche 

"' di un fuso sferico estendentesi in longitudine non più di -360°, cioè 
2 

di :z:z9° 11', ma non a formare la mappa di tutta la sfera. 
· Projezione 2.

8 
- Il quadrante dell'arco circolare che fa le veci del· 

l'equatore deve uguagliare il raggio con cui è descritto. Ciò è dire che il 
quadrante dell'equatore uguaglia il quadrante del meridiano iniziale. Per 
tale modo s1 ha 

., 
"- --- 11-- - 1, 

e la pr0Jez10ne risulta equivalente. 
I perimetri dei paralleli sono rappresentati da archi circolari <360°; 

così i perimetri dell'equatore e dei paralleli distanti dal polo di 60°, 45° 

e 30° sono archi di ~29°. · I 1
1
, 297°. 43', 324°. 02' e 343°. 46'. Le proje­

zioni degli intieri paralleli a misura che si approssimano al polo tendono 
a divenire archi di 360°, ossia intiere circonferenze; e ciò è si vero che 
al polo sono conservati gli angoli che i meridiani. fanno fra loro. Il map­
pamondo in un pezzo solo si ottiene facendo variare u da o0 a 180° 

e ! i::ia o0 a± 180°. 

In questa seconda projezione valgon0 le formole riferite al § 5. Delle 
due curve isoperimetre passanti per ciaschedun punto, l'una coincide col 
parallelo, l'altra ha per equazione 

1 ~ du 
dt = - tan o 

z senu 
che, per la ( 1 o)", riducesi a 

2 :t =~ (cot u - -;-) du 

e che, integrando fra limiti (u1 t) e (u'i t') dà 

t'1' u' sen u 

t'1 u sen u'' 

ed m coordinate polari 

Proiezione 3a. - Sull'arco equatoriale, a destra ed a sinistra del men­
diano centrale steso in linea retta, si assume un arco dì 60° per avere la 

. "' rappresentazione del semi-equatore A questo modo - è il rapporto, in 
3. 
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sulla carta, del grado equatoriale al grado latitudinale, è, in altri termini, 
,il rapporto nel quale il grado equatorialè obbiettivo è amplificato nella 

rappresentazione. Si ha, dunque, 

3 

Il parallelo distante di 30° dal polo si projetta secondo un' intiera 
circonferenza È impossibile la rappresentazione di tutta la sfera senza che 

avvengano sovrapposizioni, possibile quella dell'emisfero, come pure, di 

un fuso sferico estendentesi in longitudine non più di . ..!._ 360° 
7r , 

ossia 

di 343°. 46'. Il semi equatore e i semi-paralleli di 60°, 45° e 30.0 sono 

archi di 120°, 155°. 53', 169°. 43' e 180°. 
Queste tre projezioni che abbiamo numerate sono dette cordiformi e 

prendono nome dal WERNER, peri:;hè le mappe costruite con tali regole 
acquistano una forma che molto si approssima a quella del cuore umano 

e perchè il W ERNER le espose in un opuscolo venuto · in luce nel 1514 

ed intitolato : Libellus Joannis Ver11eri Nurenbergensis, de quatuor aliis 
planis terrarum orbis descriptionibus (I), nella cui Prop. IV è contenuta 

la. projezione 1\ nella V la 28, nella VI la 38 (2). E nomandole cordi­
formi non si fa altro che seguire la mente dell'autore, il quale nella Prop IV, 

dicendo che i meridiani sono le linee congiungenti i punti di ugua!e divi­

sione dei paralleli, intorno alla loro delineazione ha: scribantur curv{IJ line{IJ 
qua: reddent cordis efjigiem, e, nella Prop. V, di ciascun semi-meridiano 

dice : forma dimidii cordis emergei e dopo seguita ancora a parlare de' cuori. 
L'autore dedicò il libello al suo concittadino BILIBALDO PIRCKHEIMER, 

uomo dotato di granùe erudizione e persona generosissima (3). Nel lodarne 

la generosità, rammenta come fosse spesso invitato alla casa sua a fruire 
della conversazione dei dotti che là convenivano; gli esprime tutta la gra· 

titudine pei molti doni ricevuti d; libri greci e latini e specialmente per 

la non mediocre pecunia avuta a mutuo a fine di pubblicare certi opuscoli. 
E così conchiude la dedica: Dicare tibi constitui libellum hunc, quem de 

recentibus quatuor terrarum orbis super plano jigurationibus, Joanne Stabio 
haud vulgari mathematico eorumdem /ìgurationum theoriam ac primaria incu­

nabula mihi suggerente, his proximis diebus composueram, quamquam certe 
non nesciam majorum libi deberi operum destinationem. 

(1) !ntorM a tale opuscolo vedi la nota in hne del i 5. 
(~) La quarta projezioue, poichè quattro ne sono. menzionate nel titolo deW opuscolo, è la projezione 

1tereogralica orizzontale sull'orizzonte di Norimberga, di cui si d-isse al 8 5. 
(3) WJLIBALD P1RKHEIMRR, n. 1470, m. 1530, di famigli.i patrizia di Norimber&a. 
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Dalle quali parole apparisce come la prima idea delle projezioni cor· 

diformi sia stata suggerita aL WERNER da G10VANNI SrAB (1). Nè è a dire 
che. quegli siasi limitato a riferire le regole e i disegni che questi abbia 
potuto suggerirgli intorno alle nominate projezioni. Imperocchè l'autore, nel 
citato libello che contiene dodici proposizioni e alcune tavole numeriche, 
le conforta di tutto l'apparato scientifico necessario alla loro perfetta cono· 
scenza teorica e pratica (2) 

L'origine prima delle projezioni cordiformi è, in certo qual modo, 
nella projezione di TOLOMEO a meridiani curvilinei per la. mappa dell' abi­
tabile. Invero il geografo d'Alessandria, conservati i gradi di latitudine sul 
meridiano iniziale steso in linea retta, segnati 1 punti pei quali devono 
passare i vari paralleli, del comun centro di questi fissata la posizione, 
non nel polo, ma in un determinàto punto seguendo certi criteri, e fattane 
la descrizione con archi circolari, ne divide tre che sono quelli di Thule, 
di Siena e dell'antiparallelo di Meroè nei loro gradi di longitudine uguali 
ai gradi obbiettivi e conduce per mezzo di archi circolari i meridiani pei 
loro punti di divisione. La quale regola fu modificata dal SILVANO nel To­
lomeo del 151 1 ; non è detto il modo, ma tutto porta a credere che egli, 
volendo rappresentare tutte le terre note a' giorni suoi, abbia conservati i 
gradi di lon~itudine sopra l'equatore, sopra tre paralleli australi ed otto 
boreali e congiunti con linee i loro punti di divisione per avere i meridiani. 

( t) V cdi quanto scrivono in proposito il D' AvEZAC, op. ci,t. p. 45 e 46, il BRBUSING negli opuscoli: 
Gerliard Kremer gen. Mercator, aa ed-, Duisburgo 1878, p. 45; Lei(/t.iden durcli das Wlegenalter der 
Kartographie M, zum 'Ja/Jre 16qo. Frar.kfurt A. M. 1883, p. 9 e lo SncNHAUSRR nello Stafn'tts redi· 
vi'llus (Zeitsckrift fiir 'IJJttu,,l·c4aftliclu Geograjkie, Wt"e,i, 18851 p, 289. Questi due ultimi scrittori ne 
fanno sapere che lo STAB, prod~mato dal WBRNER non volg.ue matematico, era nativo di Steyer nell'Austria 
superiore, che ver!'iO la •fine del secolo XV fu professore all'Università d' Ingoistadt, che s'intrattenne nel 
1502 a Norimberga a fine di fare un orologi? solare pe~ la Chie~a di S. Lorenzo e vi '"divenne amico del 
WERNER1 che più tardi fu professore all'Università di Vienna, dove ebbe la carica di segretario dele im· 
peratore MASSlMtLIANO I, ~d cui fi . .uicu stava in pace ed in guerra, e fu coronat? poeta dal monJ.rca, 
cultore pur e.HO della poesia e già incoronatore, a Mantova nel 1588, di altro poeta geografo, del LoRITZ 
(ENRICUS GLAREANUS), 

Lo STAB, morto a Graz nel 1522 1 elogiato dal· WRRNRR) detto dal CusPINIAN uomo di acuta mente 
e rara erudizione, era fra i più valenti cartografi. Lo mostra il suggerimento dato al WERNRR per 
le tre projezioni cordiformi e per la trasformazione della stereografia polare in oriuon· tale. Ne fa 
testimonianza il PEYRRBACH che cita fra le opere di lui; le Comjosz"tt.'ones varz"arum Jro/utz"onum 
unz"versalz"um Pto/o,naz" pro toto rlobo.' Fra le quali havvi lmaro terrae (Norimberga 1515} in due 
fogli incisa io legno da ALBERTO DuasR, della quale in Mo11atsberz"clu der Berlz'ner Gesellchaft fiir 
Erdkunth, 1848, Tom. V. p. 230, è contenuta una copia impicciolita. Ed il LA LANDE1 nella sua Bz"bliorra­
jlit'e astrono,nz"que, ha che ALBERTO DuRER pubblicò due emisferi incisi in legno colle steJle, secondo 

il catalogo di TOLOMEO, collocate a pvsto seguendo i consigli dello STAB e legate poscia con figure dello 

stesso DURRR .. 
. Dello STAB e della projezione cordiforme equivalente, dallo stesso suggerita al We:RNER, ha discorso· 

ultimamente il GELC<CH (Zur Geschic/Jte der Ar.eal/Jestimmung eines Landes in Zeitsc/Jrift der Gt· 
sellsc/Jaft fur Erdkunde, Tom, XXI, 1886), 

(2) Del We:RNRR, delle sue opere e delJe sue. projezioni. discorre il GilNTHBR nella monografia: 
· 'Jo/Jann Werner aus N;irH/Jerg. Balle 1878 io Studien •ur Gesclzichte der Mat/Jematisc"6n #nd p/Jysi· 
l,aliscl,en Geograph;e 11011 Dr. Siegmund G#11t/Jer. Halle 1879, p, 277. 
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Con che la 1J1appa veniva a prenderç una forma alla quale ben poco man· 
cava per potersi dire cordiforme ( 1 ). Ora non è forse vero che lo STAB 
ed il WERNER seguirono in gran parte il metodo Tolomaico modificato 
dal SILVANO, staccandosene solo in ciò che essi posero nel polo il comun 
centro de' paralleli ? • Delle tre esposte projezioni cordiformi si divulgò e fu molto praticata 
la seconda, quella cioè che ha la proprietà dj essere equivalente. Fra i 
4ivulgatori va distinto ORONZIO FtNEO, il quale compose un mappamondo 
intitolato: Nova et integra universalis orbis descriptio, ed offerente i due 
emisferi in due parti distinte (;). Queste hanno forma di cuore, sono at. 
traversate dal meridiano centrale nel cui punto di mezzo si toccano le due 
curve esteriori rappresentative dell'equatore, Importante n'è la leggenda che 
qui trascriviamo : 

Orontius F. Delph. 
ad lectorem: 

Olferimus tibi, candide lector, universam orbis terrarum descriptionem juxta 
recentium geographorum ac hydrographorum mentem, servata, tum cequatoris, 
tum parallelorum, ad eos quce ex centris propor/ione, gemina cordis humani 
formula in plano ccextensam; quorum lcevv boreale,n, dextra vera australem 
mundi partem complectitur. Tu igitur etc. 

Vale. MDXXXI 

Mense Julio. 
Dalla quale iscrizionè e dall'esame della tavola rendesi manifesto che 

l'autore disegnò i due emisferi colle norme della projezione cordiforme 
equivalente, la seconda superiormente riferita, e che la rappresentazione col 
metodo cordiforme è arrestata all'equatore per evitare le enormi alterazioni 
a cui si va incontro seguitando a projettare gli ulteriori paralleli ( 3). 

GERARDO MERCATORE e GASPARE VOPELL, seguendo il F1NEO, fecero 
pure il mappamondo in due parti cordiformi. La carta del· MERCATORE, la 
quale fu probabilmente un primo suo saggio e che rimase per tanto tempo 
sconosciuta, è stata trovata non è molto in America in un Tolomeo che 
gli apparteneva, e che ora è posseduto dalla Società Geografica di Nuova 
York La carta, poi, del VOPELL, rinomato geografo di Colonia, ma nato 
a Medebach, è pur troppo smarrita. Quella ha la data del 1538, questa 

la probabile del 1540 ( 4 ). 

(1) Della projezione di ToLOMRO e delle modificazioni del SILVANO si è trattato nelle Proje&ioni, ecc. 
Cap. VIII, ez 14 e IS, 

(2) Il mappamondo del FINEO è oell' opera: Novus or6is regionum ac insularu.m v1t1ri6us incogni• 
tPrum. Parisiis 1532. 

(3) Le posteriori edizioni del Novus or6is mancano della mappa condiforme. 
(4) Cosi ha intorno a tali due carte il BREUSING in Lei'ifaden durck das Wieg,nalter der Karto[{ra• 

phie bis am 7a!,n r6oo, FRANKFURT A, M. I8i3, p. 9. 
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Anche in Italia si usarono ed ebbero voga i mappamondi equivalenti 

m forma cli cuore. Bellissima è la tavola incisa in Roma da ANTONIO LA­

FRERI, nella quale sono rappresentati i due emisferi, il boreale e l'australe, 

nel modo praticato dal FJNEO. La carta è mancante di data, ma dev'essere 

venuta in luce verso la metà del secolo XVI; ciò Pif>Vàno tre tavole dello 

stesso autore pure incise in Roma, l'una colla data del 155 1, l'altra che 

è una carta della vallata dçl Po, colla data del 1554, la terza intitolata: 

La descrizione della prima parte dell'Asia di Jacopo Castaldi piemontese 
cosmografo, restituita da Antonio Lafreri colla data del 15 6 1 ( 1 ). 

Altro chiaro esempio di mappamondo .cordiforme si ha nella mappa 

turchesca, di autore tunisino, intagliata su quattro tavole lignee, ritrovata 

a Venezia, nel 1795, nell'Archivio segreto del Consiglio dei Dieci, ed ora 

conservata nella Biblioteca Marciana di quella città. L'AssEMANr che la 

il!ustrò, ne mette la data all'anno dell'egira 967, rispondente al 15 69 del­

l'èra nostra. Il FRANCESCONI riferi cotale mappamondo in iscala minore del 

vero, in una illustrazione di lavori geografici (2); ne dà una descrizione il 

D'AvEZAC, il quale accenna ai vari autori che ne parlarono' (3). 
Colla projezione cordiforme equivalente ed in un solo pezzo è pure 

lavorata la magnifica mappa di tutta la sfera terrestre incisa nel I S 66 dal 

Cl MERLINO ed intitolata: Cosm{)graphùe universalis ab Orontio olim de· 

scripta (4 ). 
Per la quale iscrizione sembra che il FrNEO usasse ànche delineare il 

mappamondo in un solo cuore. Vero è che in certo qual modo vi con· 

traddice il RuscELLr, che, parlando di e cotanti bei mappamondi come 

quello di ORONZIO in forma di cuore e più altri >, biasima la loro co­

struzione dominata dal pensiero di formare la prospettiva della sola e mezza 

palla > (5). Ma per l'altra parte si ha la testimonianza dello SEVERT, il 

quale accennando al cuore del FrNEO, scrive: Polmn articum lzabet in su­

prema ac sinuosa cordis parte, antarticum vero in inferna ejus acie reposita, 
minimeque conspicuum (6). 

La projezione cordiforme equivalente fu anche adoperata per le mappe 

delle grandi regioni terrestri. Ne sono esempio la carta dell'Asia nel T/1ea-

(1) Le citate tavole ed il mappamondo cordiforme del LAFRERl vidi in un volume di antiche carte 
geografiche couservato nella Biblioteca degli archivi dd Regno in Torino. 

(2) lllustrazlone d,' un• urne tra lavorata al!' agemina. V cnezia, 1880, art. IV. 
(3) Bull. de la Soc. de glograp4ie de Paris, 5• serie,·Tom. 10. 

(4) La tavola del CtMRRLINO, in cui leggesi: 7oannes Pau/us Cimer/inas in tzs incidebat. Anno 
·MDLXIV, vidi a Torino negli archivi del Regno. 

(5) Esposizioni et introdutlioni unlversali di Gerolamo Ruscelli sopra la Geografia di ToloHuo. 
VeneziaJ 1561 1 Cap. VI. 

(6) De orbis ,atoptricl, seu maffarum m1mdt frincipiis, descriptione ac usu. Ed.·:/1. Parigi, 1598 1 

hb. 3°, Cap. ultimo. 
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trum orbis terrarum dell'Ortelio ( 1 ), e l~ tavole ùell'Africa e dell'Asia nel-. 
l'Atlante di GERARDO MERCATORE e JACOPO ONmo (2). La tavola dell'Africa 
ha l'iscrizione: AFRICA. Ex magna terree de,criptione Gerardi Mercatorù 
desumpta. Studio et industria G. M. Junioris. Analoga iscrizione ha la ta 
vola dell'Asia. Queste due tavole, dunque, ricavò GERARDO MERCATORE 
giuniore, il nipote, dal mappamondo cordiforme in due parti costruito, 
come si disse superiormente, nel 15 38 dal grande GERARDO seniore, che 
n'era l'avo. 

I mappamondi cordiformi, che furono in grande onore nel secolo XV 
e particolarmente verso la sua metà, andarono ben presto in disuso per 
non più risorge~e. Nè ciò deve recar meraviglia. Le enormi alterazioni 
lineari ed angolari che si manifestano nelle regioni distanti dal meridiano 
centrale ed anche più se si tratta dell'emisfero opposto al polo che serve 
di centro ai paralleli dissuasero i cartografi dall' impiego della projezione 
cordiforme. Con ragione LIVIO SANUTO, varlando delle varie forme del 
planisfero scriveva: e Di quella poi che si vede in forma di cuore, se 
e nell'emisfero settentrionale si dimostra con mediocre proporzione, nello 
< australe appare insopportabile, per essere quasi ivi tutta distirata e ri­
e piena di alterazioni grandissime; si che non si può regione alcuna di­
e scernere ove si confaccia la sua vera figura > (3). Non è a dire tuttavia 
che i mappamondi cordiformi non possano riuscire di qualche vantaggio. 
E giustamente il D'AvEZAC, nella citata Memoria sulla menzionata mappa 
turchesca, osserva che e un mappamondo di tale specie, in cui sia preso 
• per meridiano medio quello di Parigi o quello di Monaco corrispondente 
« al meridiano di Behring, offrirebbe nelle . condizioni meno sfavorevoli, 
« l'aspetto sinottico dell'integralità delle terre emerse (4). , 

La projezione cordiforme equivalente fu fatta rivivere, non è molto, 
dallo SrEINHAUSER (5 ), il quale, osservando che il maggior difetto di cotale 
rappresentazione per la composizione del mappamondo in un solo pezzo 
sta nell'emisfero australe e seguendo in parte il metodo del FINEO adot­
tato dal MERCATORE e da altri, adopera per l'emisfero boreale le regole 
dello STAB e del WERNER, e per l'emisfero australe le modifica in guisa 
da evitare le enormi alterazioni che si manifestano nelle alte latitudini me-

(1) La prima edizione è del 1570 in Anversa. Abbiamo potuto esaminare soltanto edizioni posteriori. 
(2) Gerardi Afercatorz's atlas sivt cosmograj,hicat 1Hedittitz'onu de fa6rlca lllundi et fa6rlcati fi· 

gura dtnuo auctus. Editio quinta. Sumj,ti6us et typls ands Henrici Od#. A~ster(Jdamz' 16~3. 
(J) G,ografia di M. Livio Sam,to. Venezia 1588, fol. ,o. 
(4) Delle proj..:zioni cordiformi s'è pure discorso distesamente nelle Pro.Jesfonz" delle carte geografi, 

che, Cap. VI, ~ e 4 e s~ Cap. VIII, ~~ 31, 3~ e 33, dove t1ovansi le mappe costruite nei tre esposti sistemi. 
(5) Sta6ius redivt'uus, eine Reliquie aus dem XVI Jahrhulldert. Von Ant. Steinkauser in Zeitschri.ft 

/iir wissinscha.ftliche Geograj,hie, Wien, 1885 1 voi. V_ p. 289. Vedi anche: GrundsiJge d,,- 111atkemtitiscke11, 
G,ographie 11nd d,r La11dkar/m·Proj,clion von ANTON STl!INHANSER. Vienna 1887, pai, u2. 



- 890 -
ridionali. A tale fine, delineata col solito metodo la rete dei meridiani e 
paralleli per l'emisfero boreale, l'autore prolunga, con arbitraria ed oppor· 
tuna cun·a, i meridiani di + 4 5 ° e ± 13 5 ° di longitudine sino ad incon­
trare il 180° circolo latitudinale nei punti che distano di ± 15° e± 55° 

dall'estremità australe del semimeridiano iniziale steso in linea retta, de· 
scrive i circoli· paralleli meridionali colla regola ordinaria, a destra e sini­
stra dei prolungamenti dei nominati quattro meridiani porta i gradi obbiet· 
tivi dei paralleli per 4 5 ° di longitudine e, congiungendo gli omonimi punti 
di_ dh·isione, ottiene i meridiani. Con che l'emisfero austra1e è descritto in 
quattro pezzi attaccati all'equatore secondo gli archi che vanno da o0 a 
± 90° e da ± 90° a ± 180" e terminanti nei quattro sopraddetti punti 
del 180° circolo latitudinale, i quali rappresentano il polo antartico \ 1 ). 

In ciascun pezzo dell' emisfero australe la projezione conservasi equiva 
lente. Vi si applicano le formole del § 8 e si ha: 

sen u 
P=au, v = t -- +P (u) 

u 

tan ~=tt ~:, m' ~ co: ~· m" -- 0
~ f. 

La qi (u) è invariata pei due pezzi attaccati agli archi equatoriali che 
vanno da o0 a ± 90°. Lo stesso dicasi per gli altri due pezzi che sul­
l'equatore abbracciano gli archi da ± 90° a + 180°. 

Il WERNER, trattando delle tre nominate projtzioni cordiformi, non ac­
cenna alla loro proprietà di avere le aree in rapporto costante colle aree 
obbiettive, rapporto che riducesi ali' unità per la projezione seconda.. Pare 
che non ne abbia avuto sentore. Ma di ciò non è da fare meraviglia. Quanti 
sono gli inventori di projezioni che non ne hanno sospettate certe loro 
proprietà 1 Ciò accadde non solo a cartografi di poca rinomanza, ma anche 
ai sommi. Quanti secoli non iscorsero dall'invenzione della projezione ste· 
reografica alla scoperta della sua proprietà di · conservare gli angoli obbiet· 
tivi? IPPARCO che la inventò ( 2 ), TOLOMEO che ne fu il gran divulga· 
tore (3 ), S1N Esro che ne dettò un celebrato discorso ( 4 ), gli astronomi e 
geografi arabi che cotanto la discussero ed usarono (5), GIORDANO NEMO· 

(1) Lo STEINHAUSER, loc, cir., ha una tavola col mappr1mondo de~critto con tali regole. 
('2) Di IPPARCO, creatore dell' asLronomia matematica e vissuto tra l'anno 160 e 125 av. Cr. 1 quale 

inventore della projezione stereografica, ho di~corso nelle Pro}eztom· , ecc., 'P· 115 e u6. 
(3) Sul libro di TOLOMEO, detto Planisfero e che tr"atta della prospettiva stereografica, vedi Le Pro· 

jezioui, ecc., p. 114. 

(4) StNESIO, nativo di Cirene_ in Tripolitania, vescovo di Tolemaide, matematico e filo'iufo, scri:,;,e 
dèlla projezione stereografica nel Sermo de dono rutrolnbii nd Peoniu1tl inserito in Syr.esii EjiscfJji C,iY· 
renes ojera qua: e.ztant 0111.uia, nulle )rimum gr(Ece et latine condita. Lutetia: 16x2. 

(s) Agli Arabi è dovuta la gloria di avere conservato e tramandato ai posteri il Planisfc:ro di ToLO· 
Ml!.O e sostituita, nella costruzione dei planisreri, la stereografia· orizzontale alla polare. Vedi, :-.o\>ra ciò, il 
precedente g 5, 
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RARI O che ne dimostrò la generale proprietà della conservazione dei circoli (1 ), 
lo STOEFLER che ne scrisse un trattlJ.tO si buono da essere ricordato da tutti 

quelli che in seguito svolsero lo stesso argomento ( 2 ), il MAUROLICO che 
ne scoprì nuovi teoremi ( 3), altri che ptr amore di brevità tralasciamo, 
nulla dicono di si importante proprietà. Che anzi il DELAMBRE ( 4 ), ed il 

CHASLES (5) credevano che per la prima volta fosse stata enunciata dal 
SA VERIEN ( 6) e dimostrata dal RoBERSTON ( 7 ). E solo più tardi si venne 
a sapere che primo a scoprirla fu il MERCATORE (8). 

(continua). 

(1) Intorno alla generale proprietà della pro;-,pettiva stereografica per la quale i circoli si projettano 

secondo circoli ed a GIORDANO NEMORARlO. Vedi Le PnJfez.iJ1ti, 1::cc.1 p. 117, u8 e n9. 

(2) Elucidatio ./,lbricce ususque n.,tro!abii r~ J-'.z1tne St/l_/lerino in lucem a:.Jita. Oppehneìm, 1513. 

(3) Del 1\1AOROLICO abbiam,.) dic;corso ndle ProJezio,u", ecc.1 p. 121 e 122. 

{4) Astronomie théoriquc et j,ratiçw•. Pari;;;i 1814, T. Il[. 

(5) Histoire de la gé,Jmetrie. BruxeHc:., 1837. 

(6) Di'ctionnoire u!l:'11e,~st:l de m,r.lltémati,//tr- et de jihi.,·ù71te. Parigi, 1753, p. 329, 

(7) Vedine g!i El~111·~11ti di n<1vi.:;.1 ~i·me, l!diti n·~l 175.1. 

(8) A GEHARDO \"lirnc.'1.Trna,. (, ;E1-m_-\J\I) i.{R;-..:,r::n~, 1:. -.:5[2, ;n. IS');.) d<:..·bh,HIJ ;,,ttribuirsi k parole che 

leggonsi nel suo Arlante, dov' l! un rn.,ppam .,ml,) sten;:1gr:-i.tì,,:.J in pruj~zi•,ne meridiana: Htsi gradus a 

centro versus circumferot!iam l'rt:sca,tt, uti i,t _çrn,i/l,H.s CP!Jttilntùz!ib11.1 vides, tanten latitudinis longitu­

dinisque gradibus i1t e,uùni a ce•ttr(' dis/anli;,t eamjem rid ùiviceni jro}ortioncm serv,t1tt quam i1t sfltcera, 

et quadranguli i1lter duos pr,,..,xim::s pandlclos ,i,osquc meridLrnos ,rectangu!am fig-uram habent quem­

adni:Jdunt in sphcera, ita ut re.:;ùuus n1ult'r7,t1l<_/1te ('nt/lCS nafiv,un Ji,,;uram obtineallt sine 01nni tr,r· 

llf,,sa distractio,u. Con che è signifi:;:i.to, a chiare n·Jk, che la projezL·Jtte sterc(_)grafic:a ha fo. proprietà 

di essere, nelle piccole parti, simile alla figura rappresent:Ha, e, pérciò1 di. con.;ervare le configurazioni 

ddle vari~ regioni. lJalla qu;:ile propridù. dViCei1Jc 1' al~i"a della cun.;ervazione degli ;:ingoli Negli Atb.nti 

~Ierc.1.t,)rÌani d..1 n,)i c,.;ami11J.ti nrrn ab:)i.rnu ltrJV<ik 11! rifoi"ik p~1.r<_1le c~e d..!<,.111H:mmo d,il U1rnus1NG: 

Leitfaden durch das Wiegenalter dcr l\..art1i1_;raphie bis zum 1600. Frankfurt A. M. :1883, p. 25. Sog· 

giungiamo subito che questi, nell' altr.J opU~colo: Gt:;~/irzr,l Krenicr geu. 1'1crcator, 2" ed., Duisburgo. 

1878, p. 47, clic'.! COJH<! il riferito p 'tsS') dt:1 .'vlERCATo:m -;i trovi o.;,J!o ndle prillle due ediziuni dell'Atlante 

comparse a Dui.,burgo. Le posteriori, pubbhc,ttt: j,_d Am,;t~rdam a cominciJ.re dal 1606 dopo la morte del 

figlio RU.\1.0LDO ed in segujto alb. ce:-si.Jne della pi'uprietà del!' Atlante e dc:i rami fatta dagli eredi a 

Junrco 0NDI01 non lo contengono. 


